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Exercices de réflexion
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Exercice 1

1. Construire la figure ci-dessus en respectant les données (longueurs et angles droits).

2. A la vue de cette figure, quelle conjecture peut-on émettre concernant les points A, I et P?

3. Calculer les aires des triangles PAL, AMI, EPI et du carré MIEL.

4. Comparer l'aire du triangle PAL à la somme des aires des trois autres figures. 

5. Conclure.

Exercice 2 

Tous les points utilisés sont des sommets, des milieux de côtés, ou le centre du carré.

Exprimer les aires de chacune des parties hachurées en fraction de l'aire du carré.

Quelle fraction de l'aire du grand disque          représente : 

· L'ensemble des deux disques blancs

· L'ensemble des petits disques hachurés

Exercice 3 

[image: image8.bmp]
Montrer que la ligne brisée qui va de A jusqu'à B est de même longueur que la somme des deux longueurs AC et BC.

[image: image9.bmp]
Montrer que, dans chaque cas, la ligne brisée qui va de A jusqu'à B est de même longueur que la somme des deux longueurs AC et BC.

Si on réduit encore et encore la taille des marches de cet escalier qui conduit de A en B, 

[image: image10.bmp]
la ligne brisée qui va de A jusqu'à B va se confondre avec le segment [AB], alors qu'elle est toujours de la même longueur que la somme des deux longueurs AC + BC.

On fait donc apparaître l'idée que la longueur AB serait égale à AC + BC, ce qui contredit le principe de l'inégalité triangulaire.

Question : où est le problème?
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Dans le plan, il y a trois types de mesures essentielles pour le moment :

Les longueurs de segments, les mesures d'angles, les aires de figures planes.

1. Points alignés; inégalité triangulaire.

Propriété : 

Si ABC est un triangle ( A, B et C ne sont pas alignés) alors :



AC ( AB + BC



AB ( AC + BC



BC ( AB + AC 

On appelle cette propriété l'inégalité triangulaire. 

On peut la traduire par la phrase suivante : Dans un triangle, un côté est plus petit que la somme des deux autres. 

Ou encore par : La plus courte distance entre deux points est la ligne droite.

On ne peut parler de points alignés qu'à partir de trois points. Deux points sont toujours alignés : par deux points, il passe toujours une droite.

D'autre part, pour trois points A, B et C, il est équivalent de dire :

· A, B et C sont alignés

· A, B et C sont sur la même droite

· A ( (BC) ou B ( (AC) ou C ( (BA)

Définition : 

Si AB + BC = AC , alors les trois points A, B et C sont alignés dans cet ordre

Remarque : à propos des inégalités 

On peut ajouter des inégalités "membre à membre", c'est à dire que : 

Si a < b et c < d , alors a + c < b + d (on ajoute les deux premiers membres et les deux seconds membres).

On peut multiplier les deux membres par un même nombre positif. Par exemple : 

Si a < b , alors 2 ( a < 2 ( b ou bien 1/2 a < 1/2 b

2. Distance d'un point à une droite

Définition :

La distance d'un point M à une droite (D) se note d(M;(D)) ; c'est la plus courte de toutes les distances possibles entre M et un point de (D). Elle est égale à MH si H est le pied de la perpendiculaire à (D) passant par M.

Illustration
d(M; (D) ) = MH;

Si A ( (D) et A ( H alors MA ( MH
[image: image12.bmp]

Pour une droite donnée (D) et une distance donnée l, les points placés à la distance l de (D) sont placés sur deux droites parallèles à (D), symétriques par rapport à (D). Pour obtenir ces droites, il suffit de placer un point M à la distance l de (D) et de tracer la parallèle à (D) passant par M, puis la symétrique de cette droite par rapport à (D).

Par exemple , voici les points situés à 5 cm de (AB) : 

[image: image11.bmp]
La distance entre deux droites parallèles est la longueur d'un segment [EF] perpendiculaire à ces deux droites et tel que E et sur l'une et F est sur l'autre.


3. Médiatrice et partage du plan 

La médiatrice d'un segment partage le plan en trois parties : 

1. Sur la médiatrice, les points sont à égale distance des deux extrémités du segment.

2. D'un côté de la médiatrice, un point se trouve plus près de l'extrémité du segment qui se trouve du même côté que lui.

3. De l'autre côté de la médiatrice, un point se trouve plus près de l'extrémité du segment qui se trouve du même côté que lui.


4. Cercles et droites

On note ( (O; R) le cercle de centre O et de rayon R.

Le cercle partage le plan en trois zones :


Lorsqu'il s'agit d'étudier la position relative de ( (O; R) et de la droite (D) ( c'est à dire leurs éventuels points d'intersection), 3 cas se présentent :

1. Si d(O ; (D) ) (R
2. Si d(O ; (D) ) (R
3. Si d(O ; (D) ) = R
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OA = R

OH = d ( O ; ( D) )

OH ( OA ; il n'y a pas de point d'intersection.

On dit que (D) est extérieure à (.


OH ( OA

Il y a deux points d'intersection : E et F .

On dit que (D) est sécante à ( en E et F.


Définition : 

Si (D) et ( ont un point commun et un seul M, on dit que (D) est tangente à ( en M.



5. Tangentes et bissectrices

Propriété de la bissectrice d'un angle: 

Si un point est sur la bissectrice d'un angle alors il est équidistant des droites portant les côtés de l'angle.

Si un point est équidistant des côtés de l'angle, alors il est sur la bissectrice.

Illustration :
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(D) est la bissectrice de xOy.

AM = d ( M ; (Ox) )

BM = d ( M ; (Oy) )

Alors  AM = BM .



Propriété de la tangente à un cercle : 

Si (D) est tangente à ( ( O ; r ) en A, alors (OA) ( (D).

Réciproque : 

Si M est un point de ( ( O ; r ) et si (D) est perpendiculaire à (OM) en M, alors (D) est tangente à ( en M.

Illustration :
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Hypothèses :

· ( cercle de centre O.

· M ( (
· (D) ( [OM] 
· M ( (D)
Conclusion :

(D) tangente à ( en M.

6. Aires des figures planes

Les deux formules de base

Aire du rectangle

A = ab   où a et b sont les deux dimensions.

Aire du disque

A = ( R² où R est le rayon du disque.




Ou bien A = ( D²/4 où D est le diamètre du disque.

Retrouver d'autres formules à partir de ces deux-là

1. Aire du triangle rectangle

Un triangle rectangle est la moitié d'un rectangle. Son aire est donc la moitié de celle d'un rectangle. Ce que l'on peut présenter de deux manières : 


2. Aire du triangle quelconque

De la même manière, tout triangle peut être envisagé comme la moitié d'un rectangle, dont les dimensions sont un côté et la hauteur qui lui est associée.

Étant donné qu'un triangle a trois côtés et une hauteur associée à chacun d'eux, il y a trois calculs possibles.

3. Aire du carré (notation en exposant)

Un carré est un rectangle particulier pour lequel les deux dimensions sont égales. la formule de calcule devient donc : si on appelle c la longueur du côté : ( = c ( c = c²

4. Aire du trapèze ( utilisation de la distributivité )

Un trapèze peut être découpé en quatre triangles rectangles : 

( = ½ah + ½bh + ½ bh + ½ch

( = ½ah + ½bh + ½ch+ ½ bh

( = ½h (a + b + c) + ½ bh

( = ½h B+ ½ bh

( = ½h (B+ b)


5. Aire du parallélogramme

On découpe par la diagonale le parallélogramme en deux triangles qui sont symétriques et qui ont donc la même aire; d'où : 

( = 2 ( ½ch , donc : ( = ch
6. Aire du losange ( en fonction des diagonales ) 

On partage le losange par une diagonale en deux triangles symétriques qui ont la même aire et pour dimensions D et d/2.

( = 2 ( ½D ( d/2

Donc ( = D ( d / 2

7. Aire d'une portion de disque ( proportionnalité aire - angle)

L'aire d'un disque se calcule par : 

( = (R², ce qui correspond à un angle au centre de 360°.

Pour une fraction de disque par exemple un quart de disque : 

( = (R² /4

Pour une portion de disque quelconque correspondant à un angle au centre de ( degrés : 

( = (R² /360 ( (
Distances

Exercice 1

Tracer une droite (D) et placer deux points A et B quelconques mais non situés du même côté de (D). Où se trouve le point M de (D) tel que MA + MB soit le plus petit possible?

Exercice 2

Soit une droite (D) et un point A extérieur à (D). Soit B le symétrique de A par rapport à (D) et soit M un point quelconque de (D).

a) Pour différentes positions de M :Mesurer MA, MB et calculer MA + MB

b) Quelle doit être la position de M pour que MA + MB soit la plus petite possible.

Exercice 3

Dans un triangle rectangle IJK tel que IJ = 6 cm et KI = 5 cm, l'angle droit peut-il se situer en J?

Exercice 4

Montrer que dans un losange la somme des mesures des diagonales est inférieure au périmètre.

Exercice 5

Soit un triangle ABC rectangle en A. Placer un point M sur [BC]. Soit I le point de (AB) tel que [MI] soit perpendiculaire à (AB). Soit J le point de (AC) tel que [MJ] soit perpendiculaire à (AC).

a) Comparer IM et BM, puis JM et MC.

b) Montrer que IM + JM < BC.

Exercice 6

Soit un triangle ABC et une de ses médianes [BM].

Montrer que BM < 1/2(AB + AC + BC)

Exercice 7

Montrer que la somme des longueurs des trois médianes d'un triangle est inférieure aux trois demis du périmètre du triangle.

Exercice 8

Soit ABC un triangle quelconque, M le milieu de [AB] et C' le symétrique de C par rapport à M.

a) Montrer que CM < 1/2(CA + CB)

b) En déduire que la somme des longueurs des trois médianes du triangle est inférieure au périmètre du triangle.

Exercice 9

Montrer que la somme des longueurs des diagonales d'un parallélogramme est inférieure à son périmètre.

Exercice 10

[AB] est un diamètre du cercle (. Que peut-on dire des tangentes à ( en A et en B?

Exercice 11

Soit (D) une droite et A un point. Construire un cercle passant par A et tangent à (D) dans les deux cas suivants :

· A est sur (D).

· A n'est pas sur (D).

Y a-t-il plusieurs possibilités; lesquelles?

Exercice 12

Soit (D) une droite, A un point de (D) et B un point qui n'est pas sur (D). Construire un cercle passant par A et B et tangent à (D) en A.

Exercice 13

Soit deux droites perpendiculaires (D) et (D'). Placer le point A tel que sa distance à (D) soit 3 cm et sa distance à (D') soit 5 cm. Placer le point B tel que sa distance à (D') soit 3 cm et sa distance à (D) soit 5 cm. 

Exercice 14

Soit (D) une droite et A un point de (D). Construire le point B situé à 5 cm de A et à 4 cm de (D). Combien y a-t-il de possibilités?

Exercice 15

[LM] est un segment de 15 cm. N est un point de la droite (LM) vérifiant MN = 4 ( LN.

Expliquer et construire les deux positions possibles de ce point N.

Exercice 16

Les quatre points A, B, C et D sont placés ainsi que l'indique la figure ci-dessous.
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M est un point du segment [BC].

1. Comment faut-il placer M pour que le chemin de A à D en passant par M soit le plus court possible? On présentera la construction permettant de répondre, et on la justifiera.

2. Quelles sont les positions possibles de M pour que AMD soit isocèle? (Expliquer et rédiger toutes les solutions).

Exercice 17

ABC est un triangle équilatéral. P est un point quelconque à l'intérieur de ce triangle. [AH] est la hauteur de ABC.

I est le pied de la perpendiculaire à [AB] passant par P.

J est le pied de la perpendiculaire à [AC] passant par P.

K est le pied de la perpendiculaire à [BC] passant par P.

Démontrer que  : PI + PJ + PK = AH

Exercice 18 (le problème du pont)

Deux villages sont séparés par une rivière que l'on suppose rectiligne. On souhaite construire un pont sur cette rivière, perpendiculaire aux deux rives.

Où faut-il construire ce pont pour que les distances qui séparent chaque village de l'entrée du pont soient les mêmes?

(
Suggestions :
Exercice 16 : penser à la symétrie d'axe (DC)



Exercice 17 : Utiliser les aires des triangles et la distributivité.

(
régions du plan 

Exercice 1

Rappel : La médiatrice d'un segment est l'ensemble des points situés à la même distance des deux extrémités du segment .

Conclusion : La médiatrice d'un segment permet de placer les points qui sont plus près de l'une ou de l'autre des deux extrémités. Elle partage donc le plan en trois parties (voir leçon)

Par exemple dans la situation ci-dessous, hachurer les points qui sont plus près de A que de B.


En combinant plusieurs fois ce principe, on peut décrire de manière plus complexe des zones du plan : 

Par exemple dans la situation ci-dessous, hachurer les points qui sont à la fois plus près de A que de B, et plus près de B que de C.


Exercice 2

Rappel : Le cercle de centre O et de rayon r est l'ensemble des points situés à la distance r de O.

Conclusion :Un cercle permet de placer les points qui sont à une distance supérieure ou inférieure à une distance donnée (le rayon du cercle). Il partage donc le plan en trois parties (voir leçon)

Par exemple dans la situation ci-dessous, hachurer les points qui sont à plus de 2,3 cm de B.


En combinant plusieurs conditions de ce type, on peut décrire en termes de distance certaines régions du plan. Par exemple, sur la situation ci-dessous, hachurer les points qui sont à la fois à plus de 6 cm de A et à moins de 4 cm de B.


Exercice 3

Rappel : La distance d'un point à une droite est la plus courte de toutes les distances possibles entre ce point et n'importe quel point de la droite. C'est la longueur du segment issu de ce point et perpendiculaire à la droite.

Donc l'ensemble des points situés à une distance d donnée d'une droite (AB) est formé par les deux droites parallèles à (AB) passant par des points situés à cette distance d de (AB).

Par exemple, sur la situation ci-dessous, placer les points situés à 1,4 cm de (AB).


Sur la situation ci-dessous, placer les points qui sont situés à la fois à moins de 2,8 cm de (AB) et à plus de 3,5 cm de (BC).


Aires 

Exercice 1

1. Construire un triangle ABC  tel que: AB = 5 cm , AC = 4 cm et la hauteur issue de C mesure 3 cm.

2. Montrer qu’il y a deux triangles possibles (non symétriques). On appellera le deuxième ABC’.

3. Comparer leurs aires.

4. Soit D un point quelconque de la droite (CC’). Quelle est l’aire de ADB?

5. Rédiger une conclusion.

Exercice 2

MNH est un triangle rectangle en H tel que MH = 8 cm et HN = 5 cm.

P est le point de [MH] tel que MP = ¾ MH.

O est le milieu de [MP].

Q est le symétrique de N par rapport à O.

1. Quelle est la nature de MNPQ?

2. Quelle est son aire?

Exercice 3

Sur un cercle de centre O et de rayon R, on place six points A, B , C , D , E et F, tels que AB = BC = CD = DE = EF = FA = R. ABCDEF est un hexagone régulier.

Le point H est le point de [AB] tel que [OH] ( [AB]. On appelle a la longueur OH.

Il s’agit de montrer de plusieurs manières comment on peut retrouver la formule de calcul de l’aire de l’hexagone régulier. Cette aire est exprimée en fonction de R et de a.

1. En utilisant la formule de l’aire du trapèze et donc en faisant apparaître des trapèzes sur la figure.

2. En utilisant la formule de l’aire du triangle et donc en faisant apparaître des triangles sur la figure.

3. En utilisant la formule de l’aire du parallélogramme et donc en faisant apparaître des parallélogrammes sur la figure.

Exercice 4

Comparer les aires des deux triangles hachurés, sachant que les deux droites sont parallèles.

Exercice 5

1. Un trapèze a pour aire 50 cm².

· Calculer sa hauteur sachant que ses deux bases mesurent 12 cm et 8 cm.

· Calculer la petite base sachant que la grande mesure 17 cm et que la hauteur mesure 5 cm.

· Calculer la grande base sachant que la petite mesure 5 cm et que la hauteur mesure 2,5 cm

2. Donner dans chaque cas une formule permettant de :

· Calculer la hauteur connaissant l'aire (, les bases B et b..

· Calculer la petite base connaissant l'aire (, la hauteur h et la grande base B.

· Calculer la grande base connaissant l'aire (, la hauteur h et la petite base b

Exercice 6

Un terrain de sport a la forme ci-contre : 

1. Calculer l'aire de ce terrain lorsque L = 120 m et R = 40 m.

2. Écrire une formule qui permet de calculer l'aire d'un tel terrain.

3. En utilisant la règle de la distributivité, montrer que l'aire peut se calculer ainsi : ( = R(2L + (R)

Exercice 7

Un carré est inscrit dans un cercle de rayon R.

1. Exprimer l'aire du carré en fonction de R

2. Exprimer en fonction de R et (, l'aire de l'ensemble des parties hachurées, puis de l'une de ces quatre parties.

3. Comparer (plus petit, plus grand) l'aire du carré et celle des parties hachurées.

Exercice 8

Compléter le tableau suivant : pour un disque de rayon 10 cm; on prendra ( ( 3,1

Angle au centre 
360°
90°
60°
45°
120°

Aire de la portion de disque






Compléter le tableau suivant : pour un disque de rayon 20 cm; on prendra ( ( 3,1

Angle au centre 
360°





Aire de la portion de disque

155 cm²
276 cm²
31 cm²
103 cm²

Exercice 9

L'aire d'un disque de rayon 5 cm se calcule ainsi : 5 ( 5 ( ( et peut s'écrire 25 ( ( ou encore 25 (. Si l'on conserve cette écriture sans remplacer ( par une valeur approchée, on dit que l'on a exprimé l'aire en fonction de (.

1. Exprimer en fonction de ( l'aire d'un disque de rayon 3 cm et celle d'un disque de rayon 5 cm.

2. Exprimer en fonction de ( l'aire de la couronne circulaire hachurée :

Exercice 10

Comparer les aires des parties blanches et grises.


Exercice 11

Calculer les aires des parties grises.

Exercice 12

Déterminer la valeur du nombre x pour que les aires des deux figures soient égales.
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