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Traduire un procédé de calcul répétitif par une formule

Énoncé : 

Le but est de mettre au point une formule qui permette de calculer le nombre de carreaux hachurés d'une figure construite sur un modèle, quel que soit le nombre de carreaux du côté du carré.

Déroulement : 

1. Quel est le nombre de carreaux gris des deux figures proposées ci-dessous?

2. Quel est le nombre de carreaux gris d'une figure analogue pour laquelle le côté du carré comporte 37 carreaux? Présenter la méthode qui permet de calculer ce nombre.

3. Passage à la formule : On cherche maintenant à traduire la méthode par une formule respectant les règles d'écriture utilisées en mathématiques : on appelle n le nombre de carreaux du côté du carré; la formule ne peut utiliser que cette lettre n , des signes d'opération, des parenthèses et des nombres; pas un mot.

4. Application : Utiliser cette formule pour calculer le nombre de carreaux gris d'une figure telle que le côté du carré comporte 138 carreaux.

5. Quel est le nombre de carreaux du côté du carré pour que le nombre de carreaux gris soit égal à 964?

6. Le nombre de carreaux gris peut-il être égal à 1 242?

























































































































































Traduire un procédé de calcul répétitif par une formule

Énoncé : 

Le but est de mettre au point une formule qui permette de calculer le périmètre de la figure, quelle que soit la longueur du grand côté.

Déroulement : 

1. Donner une description de la forme générale des trois figures proposées ci-dessous (points communs et éléments modifiés.)

2. Construire une figure analogue à celles proposées, telle que le plus grand côté soit égal à 13 cm..

3. Calculer le périmètre de chacune des trois figures données. Montrer les calculs et effectuer.

4. Calculer le périmètre pour une figure analogue dans laquelle le plus grand côté serait égal à 39 cm..

5. Calculer le périmètre pour une figure analogue dont le petit côté serait égal à 42 cm.

6. Passage de la formulation à la formule : écrire une formule permettant le calcul du périmètre et n'utilisant qu'une seule lettre dont on précisera la signification.

7. Application : Calculer le périmètre d'une telle figure dans laquelle le grand côté serait 84 cm.

8. [image: image1.wmf]1
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Quelle est la longueur du grand côté d'une telle figure lorsque le périmètre est égal à 778 cm? 

Développer et factoriser

Introduction (rappel de la classe de 5°)

Pour calculer l'aire de ce rectangle, on peut procéder de deux manières : 

[image: image2.bmp]
Première manière : 

On considère qu'il s'agit d'un rectangle dont les dimensions sont (a + b) et c. L'aire est alors égale au produit c ( (a + b)

Deuxième manière : 

On considère que ce rectangle est constitué de deux rectangles dont les dimensions sont, pour l'un a et c, et pour l'autre b et c. L'aire est alors égale à la somme ac + bc.

Ces deux calculs donant l'aire de la même surface, il y a donc égalité. Cette égalité porte le nom de "distributivité du produit sur la somme".

c(a + b) = ac + bc.

Elle doit se lire dans les deux sens. 

Le passage de l'écriture c(a + b) à l'écriture ac + bc porte le nom de développement.

Le passage de l'écriture ac + bc à l'écriture c(a + b) porte le nom de factorisation.

Exercice 1

[image: image3.wmf]1
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L'unité de longueur est le cm; l'unité d'aire est le cm².

Aux quatre coins d'un carré de côté 4, on enlève un carré de côté x. On obtient ainsi une croix.

1. Quelles valeurs peut prendre x ?

2. Calculer l'aire de la croix si x = 1,2.

3. Montrer que l'aire de la croix se calcule au moyen de l'expression : ( = 16 - 4x² .

4. Montrer que l'aire de la croix peut aussi se calculer en utilisant la formule : ( = 4(4 - 2x) + 2x(4 - 2x).

5. Développer cette deuxième expression pour montrer qu'elle est équivalente à la première.


Exercice2

Pour calculer l'aire de la partie hachurée, on utilise la formule : A = 4R² - (R².

1. Expliquer cette formule.

2. Factoriser cette expression.

3. Calculer cette aire lorsque R = 8,5 cm, avec la formule proposée et avec la formule factorisée. Quel est le calcul nécessitant le moins d'opérations?

Exercice 3

Pour calculer l'aire de la partie hachurée, on utilise la formule : A = (R² - (r².

1. Expliquer cette formule.

2. Factoriser cette expression.

3. Calculer cette aire en utilisant la formule factorisée lorsque R = 8,5 cm et r = 5,5 cm.

Exercice 4

Pour calculer l'aire de la partie hachurée, on utilise la formule : A = 4a² - (a².

1. Que représente le nombre a?

2. Factoriser l'expression.

3. Calculer l'aire pour a = 5 cm.

Exercice 5

Pour calculer l'aire de cette figure, on utilise la formule 

A =  (a + b)h/2 + c(a + b).

1. Que représentent a, b, c et h?

2. Factoriser cette expression.

3. Calculer l'aire lorsque a = 7 cm, b = 3 cm, c = 4 cm et h = 5 cm.


Exercice 6

Soit un quadrilatère ABCD tel que BD = a, AH = h, CK = k.

1. Écrire une formule permettant de calculer l'aire de ce quadrilatère.

2. Factoriser l'expression.

3. Calculer cette aire de deux manières lorsque :


a = 7 cm, h = 3 cm et k = 5 cm.

Introduction : 


L'aire du rectangle peut se calculer de deux manières : soit en considérant le rectangle de dimensions (a + b) et (c + d), soit en considérant les quatre petits rectangles le composant. On obtient alors deux expressions équivalentes qui généralisent la règle de distributivité à des produits dont les deux facteurs sont des sommes.

(a + b)(c + d) = ac + ad + bc + bd

Pour développer ce produit de deux sommes, on multiplie chaque terme de la première par chaque terme de la deuxième.


Exercice 7

1. Exprimer l'aire de la partie non hachurée en fonction de a et de b : 

· Par soustraction des parties hachurées.

· Par découpage vertical

· Par découpage horizontal.

· En ajoutant les aires des sept rectangles blancs.

2. Comparer les quatre formules obtenues en donnant pour chacune d'elles la forme développée et réduite.

Équations

Exercice 1




Mon oncle, qui est pêcheur et bricoleur, veut se fabriquer une boîte pour son petit matériel, ayant les caractéristiques suivantes : 14 cases carrées identiques pour les hameçons, disposées en deux rangées comme le montre le dessin ci-contre. Il veut que sa boîte soit carrée; quelle taille doit-il donner aux 14 cases?

Pour résoudre ce problème, on va procéder en quatre étapes.

1ère étape : On appelle x la dimension des petites cases carrées.

Traduire l'égalité des deux côtés de la boîte par une équation d'inconnue x : 




2ème étape : On découpe sur le côté de ce carré des bandes de 2 cm. Et on obtient un nouveau carré plus petit. Traduire l'égalité des deux côtés de ce nouveau carré par une équation d'inconnue x : 




3ème étape : On découpe sur le côté de ce carré des bandes de largeur (2x) cm. Et on obtient un nouveau carré plus petit. Traduire l'égalité des deux côtés de ce nouveau carré par une équation d'inconnue x : 

4ème étape : A partir de cette dernière égalité, il est simple de trouver la valeur de x. Pour cela il faut faire le calcul : 

Exercice 2

Sur une balance à deux plateaux sont placés, sur un plateau 3 cubes et deux masses marquées l'une de 200 g et l'autre de 50 g; sur l'autre plateau sont placés deux cubes, deux masses de 200 g et une masse de 50 g.

On recherche la masse d'un cube.

Appelons x cette masse.

On peut traduire l'énoncé par le schéma suivant : 

On peut traduire ce schéma par une équation d'inconnue x : 

Pour que les plateaux restent en équilibre, on peut retirer deux cubes sur chacun d'eux. On peut traduire ce schéma par une nouvelle équation d'inconnue x : 


Pour que les plateaux restent en équilibre, on peut retirer 250 g sur chacun d'eux. On peut traduire ce schéma par une nouvelle équation d'inconnue x : 

Et ainsi on connaît la valeur de l'inconnue x.

Conclusion : Pour résoudre une équation, on peut effectuer les mêmes opérations dans chacun des deux membres.(On donne le nom de membre à chacune des deux expressions situées de part et d'autre du signe d'égalité)

Ces opérations ont pour but de transformer l'équation initiale en une équation très simple à résoudre, en "isolant" l'inconnue dans un des deux membres.

Exercice 3

En utilisant la méthode de résolution mise en évidence dans les deux exercices précédents, résoudre les équations suivantes : 

4x + 5 = 5x + 2


7x + 10 = 4x + 25

3x - 2 = 2x + 7


4x - 5 = 11x + 2

5x - 7 = 8x – 13


14 - 2x = 3x - 36

Exercice 4

Pour un abonné, la place de cinéma coûte 32 Fr., alors qu'une place à plein tarif coûte 45 Fr. La recette pour 80 personnes a été de 3 132 Fr.

Combien y avait-il d'abonnés parmi les 80 spectateurs?

Exercice 5

Quel nombre faut-il ajouter au numérateur et au dénominateur de la fraction 

pour obtenir le nombre 3?

Exercice 6

1. Après avoir dépensé les trois cinquièmes de mes économies et puis les deux tiers du reste, il me reste finalement 62 Fr. A combien se montaient mes économies?

2. Après avoir dépensé les trois quarts de ses économies et puis le tiers du reste, mon frère a finalement dépensé 275 Fr. Fr. A combien se montaient ses économies?

Exercice 7

Dans la figure ci-dessous, (AB) est parallèle à (CD); de plus, AD = DC = CB et AB = AC. Combien mesure l'angle en D?


Règle du produit en croix

Il s'agit de transformer l'égalité : 

  en utilisant la règle de multiplication dans les équations afin de faire apparaître d'autres égalités.

Égalité initiale
on multiplie les deux membres par ...
on obtient
... et après simplification : 
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1. Utilisation d'expressions littérales

Une expression est littérale lorsque des nombres sont représentés par des lettres.

On a déjà utilisé des lettres pour :

- énoncer une formule :

Plutôt que d'écrire : " La longueur d'un cercle est égale au produit de ( par le diamètre du cercle.", on donne une formule littérale : L = 2(R = (D

- décrire une règle de calcul :



  permet de traduire simplement la règle qu'il faudrait énoncer ainsi :  "La somme de deux fractions de même dénominateur est égale à la fraction dont le numérateur est la somme des numérateurs et dont le dénominateur est le dénominateur commun."

- désigner un nombre inconnu dans les équations :

Le périmètre d'un triangle isocèle est égal à 8,4 cm.  Quelle est la longueur des deux côtés égaux si le troisième côté mesure 5 cm?

On appelle l la longueur du côté cherché.

On peut écrire : 2 ( l + 5 = 8,4.

. Exprimer "en fonction de":

Exprimer l'aire du disque en fonction du rayon R : 

.

Exprimer l'aire du disque en fonction du diamètre D : étant donné que R est la moitié de D, on peut écrire : 


2. Deux types de lettres utilisées.

Si une lettre représente un nombre qui peut prendre une valeur quelconque dans un ensemble de nombres, on dit que c'est une variable.

Si au contraire, la valeur attribuée à la lettre est connue et toujours la même, on dit que c'est une constante.

Exemple :  Dans la formule de calcul de l'aire d'un disque, A = ( R²

R ( rayon ) est une variable, valeur quelconque dans les décimaux positifs.

( est une constante : sa valeur ne change pas, ce n'est que l'arrondi que l'on choisit qui peut varier suivant les problèmes et la précision souhaitée.

3. Les écritures littérales déjà rencontrées.

Si a et b désignent deux nombres : 

a + b désigne leur somme


ab leur produit


 : leur quotient


a² ; b² : leurs carrés

-a  et -b : leurs opposés




 : leurs inverses

D'autres écritures que l'on peut décrire :

2a
double de a 

a/2
moitié de a

2n  avec n entier
un nombre pair

2n+1 avec n entier
un nombre impair

( a + b )²
le carré de la somme de a et de b

a² + b²
la somme des carrés de a et de b

4. Conventions d'écritures dans les produits

Afin d'alléger les écritures, on convient des règles suivantes :
· Le signe de la multiplication ( ( ) disparaît ou est remplacé par un point :

- entre deux lettres : a ( b s'écrit ab

- entre un nombre et une lettre : 3 ( a ou a ( 3 s'écrit 3a

- entre des nombres, des lettres et des parenthèses : 4 ( a ( ( 2x + 1) s'écrit 4a(2x+1)

· Les facteurs s'écrivent dans l'ordre suivant :

1. Les nombres

2. Les lettres et dans l'ordre alphabétique

3. Les parenthèses

a ( 2 ( b 



s'écrit 

2ab  ; 

 a ( ( x + 2 ) ( (- 5) ( b 

s'écrit 

- 5ab(x + 2)
· On conserve les parenthèses et le signe ( dans certains cas :

5 ( ( - 8) : des parenthèses pour séparer ( et -

4 ( 35  : sans le signe ( on lirait 435

· 1 ( a s'écrit a   ;   ( - 1) ( a s'écrit (- a)   ;    

 s'écrit a

5. Simplifications d'écriture des sommes algébriques

Une somme algébrique est une suite d'additions de termes littéraux ou numériques relatifs. 

Par exemple, l'expression : E = 5 + a + 2b - 2 + 3a - b - 7 + 5a + 10a

Elle comporte trois sortes de termes :

·  Les quatre termes exprimant un nombre de a :  + a  ;  + 3a  ;  + 5a  ;  + 10a

·  Les deux termes exprimant un nombre de b :   + 2b  et - b

·  Les trois termes numériques :   5  ;  - 2  ;  - 7 

Simplifier ou réduire l'écriture de l'expression E, c'est compter ensemble les termes de même nature afin d'en éviter la répétition.

+ a + 3a + 5a + 10a = 19a    ;   + 2b - b = b    ;    5 - 2 - 7 = - 4

D'où l'écriture réduite ou simplifiée de E : E = 19a + b - 4

Attention ! : Ce n'est que l'écriture qui est réduite, mais pas la valeur de l'expression. On opère des transformations dans la présentation.

Si on attribue une valeur particulière à chacune des variables a et b, la valeur de l'expression E sera identique quelle que soit la forme présentée. C'est même un bon moyen de vérifier qu'il n'y a pas eu d'erreur au cours des transformations.

6. Les différents cas de suppression des parenthèses.

Supprimer des parenthèses est souvent appelé "développer".

a) Dans une somme
a + ( b + c ) = a + b + c

a + ( b - c ) = a + b - c

Une parenthèse précédée du signe + est "neutre".

a - ( b + c ) = a - b - c

a - ( b - c ) = a - b + c

a - (- b + c ) = a + b - c

Si une parenthèse est précédée du signe  -  , on supprime le signe  -  et les parenthèses en changeant chacun des termes de la parenthèse en son opposé.

b) Dans un produit

Pour calculer l'aire totale du grand rectangle formé par les deux rectangles 1 et 2, il y a deux manières possibles :

Première manière
Deuxième manière

On calcule l'aire d'un seul rectangle dont les dimensions sont : 

c et (a + b)
On calcule la somme des aires des deux rectangles : 

Rectangle ( : c ( a

Rectangle ( : b ( c

c ( (a + b)
c ( a  + b ( c

Les deux calculs permettant de calculer la même aire, les deux écritures sont équivalentes.

La multiplication est distributive sur l'addition et la soustraction. Quels que soient les nombres a, b et c, on a : 

a(b + c) = ab + ac

a(b - c) = ab - ac

ce que l'on peut généraliser par : 

a(b + c - d) = ab + ac - ad.

(
ab + ac - ad =. a(b + c - d)

(
L'égalité ( permet de transformer l'écriture d'un produit en une somme.(Développement)

L'égalité ( permet de transformer l'écriture d'une somme en un produit.(Factorisation)

La même expression peut donc avoir deux formes :

Forme factorisée ou produit : a ( b + c - d )

Forme développée ou somme : ab + ac - ad

Exemples :
2 ( a + 5 ) = 2a + 10


- 3 ( b - 8 ) = - 3b + 24

c) Dans un quotient
La barre de fraction joue le rôle de parenthèses (priorité au quotient)





d) Produit de deux sommes 

L'aire du rectangle peut être calculée de deux manières qui sont équivalentes, donc 

(a + b)(c + d) = ac + ad + bc + bd


7. Comparaison de deux nombres.

On peut comparer deux quantités de deux manières : 

· En les divisant, on obtient leur rapport.

20 : 5 = 4, donc 20 est quatre fois plus grand que 5. (le rapport est de 4).

· Par leur différence; on parle alors d'ordre. 

20 - 5 = 15, donc dans 20, il y a 15 de plus que dans 5.

Relations d'ordre, égalités, inégalités. 

Il est équivalent de dire : 

a est positif
a ( 0
le signe de a est +

a est négatif
a ( 0
le signe de a est -

a est nul
a = 0
a n'a pas de signe.

Pour comparer deux nombres (au sens de classer), il suffit de connaître le signe de leur différence.

Si a - b est positif, alors a > b

Si a - b est négatif, alors a < b

Si a - b est nul, alors a = b.

Exemples : 

· Comparaison de 

 : 




 , qui est négatif, donc : 


· Comparaison de (2x - 3) et (2x + 2)  


(2x - 3) - (2x + 2) = 2x - 3 - 2x - 2 = - 5 , qui est négatif, donc : (2x - 3) < (2x + 2)

· Comparaison de A = 2n + 2(n - 2) et B = 4n - 4.


A - B =  2n + 2(n - 2) - (4n - 4) = 2n + 2n - 4 - 4n + 4 = 0 , donc A = B.

Une égalité (ou une inégalité) est une affirmation qui est toujours vraie. 

par exemple  : 2n + 2(n - 2) = 4n - 4.

Si la vérité de l'égalité (ou de l'inégalité) dépend de la valeur d'une variable, alors cela s'appelle une équation (ou une inéquation); la variable porte alors le nom d'inconnue.

Par exemple, si on veut comparer les deux expressions 2x et (x + 1) : 

Calculons la différence : 2x - (x + 1) = 2x - x - 1 = x - 1.

Le signe de cette différence dépend de la valeur de x : 

Si x > 1, alors la différence est positive et 2x > x + 1

Si x < 1, alors la différence est négative et 2x < x + 1

Si x = 1, alors la différence et nulle et 2x = x + 1.

L'égalité 2x = x + 1 n'est vraie que lorsque x = 1.

La phrase 2x = x + 1 est donc une équation qu'il faut lire comme une question : "Pour quelles valeurs de x l'égalité est-elle vraie?".

La valeur 1 pour laquelle elle est vraie est la solution de l'équation.

8. Règles de transformation des équations 

Propriété 1 (Règle d'addition) 

On peut ajouter un même nombre aux deux membres d'une équation.

Si x + a = b , alors x + a - a =b - a, d'où x = b - a.

Si x - a = b , alors x - a + a = b + a , d'où x = b + a.

Propriété 2 : (Règle de multiplication)

On peut multiplier les deux membres d'une équation par un même nombre non nul.

Si ax = b , alors 

 , d'où : 


Si 

 , alors 

, d'où x = ab.

Propriété 3 (Règle du produit en croix) : 

Si a, b, c, et d sont quatre nombres non nuls, alors toutes les égalités suivantes sont équivalentes : 




9. Modèles de résolutions d'équations

La seule obligation en ce qui concerne la résolution des équations est d'utiliser correctement les règles que l'on vient d'énoncer, que l'on  combine avec les règles de calcul algébrique.

Chacun a le droit de traiter ces résolutions à sa manière. Néanmoins, il est toujours souhaitable de rechercher les méthodes les plus simples et les plus rapides.

Voici donc quelques cas classiques de méthodes que l'on peut adopter.

a) Équation sans fraction : 

Soit à résoudre l'équation :
33 - 17x = 6x - 13.

On cherche à rassembler les termes variables ensemble et les termes constants ensemble.


Pour cela, on peut ajouter la même expression 17x + 13 aux deux membres.

L'équation devient donc :
33 - 17x + 17x + 13 = 6x - 13 + 17x + 13

On réduit les écritures dans chacun des membres. L'équation devient : 
46 = 23x que l'on peut écrire : 23x = 46

On divise les deux membres par 23, et on obtient : 
x = 2

La solution de l'équation est 2


b) Équation avec fraction : 

Pour éviter des difficultés de calcul, il est souvent préférable de multiplier les deux membres par un nombre qui permettra de faire "disparaître" les dénominateurs: 

Par exemple, pour résoudre l'équation : 

 , en multipliant les deux membres par 18, on obtient : 2(4x - 1) - (x - 2) = 21, car le nombre 18 est un multiple commun aux trois dénominateurs, et ainsi toutes les fractions se simplifient . Et l'équation est maintenant du même type que celle résolue précédemment.

On développe et réduit le premier membre, et on obtient : 7x = 21 , d'où x = 3.

10. Opérations et inéquations

Propriété 4  (Règle d'addition)

On peut ajouter un même nombre aux deux membres d'une inéquation

Si x + a < b , alors x + a - a <b - a, d'où x < b - a.

Si x - a > b , alors x - a + a > b + a , d'où x > b + a.

Propriété 5 (Règle de multiplication) : 

Lorsque l'on multiplie les deux membres d'une inéquation par un même nombre, deux cas se présentent : 

Par un positif, l'ordre est conservé.

Par un négatif, l'ordre est inversé.

Si a < b et si c est positif, alors ac < bc.

Si x > y et si d est négatif, alors dx < dy

Résolution et présentation des solutions : 

Les méthodes de résolution sont identiques à celles utilisées pour les équations : 

 Par exemple pour résoudre l'inéquation : 4x - 5 > 9x - 30 

On retire 4x aux deux membres : 

- 5 > 5x - 30.

On ajoute 30 aux deux membres : 

25 > 5x 

On divise les deux membres par 5 

5 > x 

Les solutions sont donc tous les nombres strictement inférieurs à 5.

A la différence des équations, les inéquations ont en général, une infinité de solutions. Il est habituel de les représenter sur un axe de la manière suivante : 


.

Écritures algébriques

Exercice 1

Compléter le tableau suivant :

Écriture littérale
Description 




Opposé de l'inverse de a


l'opposé de la somme de a et b







La racine de l'inverse de a







La somme de l'opposé et de la racine de a

Exercice 2

Donner une écriture littérale traduisant chacune des phrases suivantes:

· Le carré du produit de deux nombres est égal au produit des carrés de ces deux nombres.

· L'opposé de l'inverse d'un nombre non nul est égal à l'inverse de son opposé.

· Le produit des inverses de deux nombres non nuls est égal à l'inverse de leur produit.

Exercice 3

Traduire par un énoncé clair et précis chacune des écritures littérales suivantes :

· A = ( R²  (aire du disque de rayon R)

· V = B ( h (Volume d'un cylindre de révolution)

· A = ab/2  (aire d'un triangle rectangle )

· - ( a - b ) = b - a

· 


Conjecturer

Exercice 1

A et B sont deux expressions littérales dépendant de la variable x.


A = 3x² + 7 

B = 3x +  7

1. Calculer les valeurs de A et B lorsque: x = 0 puis lorsque  x = 1

2. Quelle conjecture peut-on émettre?

3. Calculer les valeurs de A et B lorsque x = 2

4. Conclure.

Exercice 2

Calculer la valeur de 

 lorsque x = 0, puis pour x = 2, puis lorsque x = -15/4, et enfin lorsque x = 3

1. Quelle conjecture est-on en droit de formuler?

2. Développer et réduire l'écriture de l'expression. Conclure.

Exercice 3

Pour chacune des phrases suivantes :

1. Les traduire par des énoncés

2. Prouver qu'elles sont soit vraies, soit fausses.- Pour qu'elles soient fausses, il suffit de donner un contre-exemple ( un exemple pour lequel la phrase est fausse). Pour qu'elles soient vraies, il faut que ce soit vrai pour toutes les valeurs possibles de la variable.

· Il existe un seul entier positif n tel que : n ( n = n ( n

· Il n'existe aucun entier n vérifiant : n ( n = n + n

· Il existe au moins un entier n tel que : n - n = n

Exercice 4

1) Traduire ces phrases par des écritures littérales

2) Prouver qu'elles sont soit vraies, soit fausses.

· Le carré de tout nombre est égal à celui de son opposé.

· Quel que soit le nombre x, son carré lui est supérieur.

· Quel que soit le nombre n, son cube est supérieur à son carré.

 calcul avec des parenthèses -

Méthode 

Le signe + placé devant une parenthèse donne l'ordre de recopier le contenu des parenthèses sans en modifier le contenu.

Le signe -  placé devant une parenthèse donne l'ordre de remplacer le contenu des parenthèses par les opposés.

Exemple :

Développement de l'expression :
A = 3 - a + (5 - b) + 2 - (3 - c)






A = 3 - a + 5 - b + 2 - 3 + c

On peut réduire l'écriture de A : 
A = 7 - a - b + c
Développer l'expression, c'est supprimer toutes les parenthèses.

Réduire l'écriture de l'expression, c'est l'écrire sous la forme la plus courte.

Pour tester le résultat, il est possible d'attribuer une valeur à chacune des variables a, b et c puis de faire deux fois le calcul de la valeur de l'expression, une fois dans l'énoncé, une autre fois dans la forme développée et réduite ("le résultat"), pour les comparer.

Dans l'exemple précédent si on choisit pour a = 1, b = 2 et c = 3, on obtient :

· dans l'énoncé : A = 3 - 1 + (5 - 2) + 2 - (3 - 3) = 2 + 3 + 2 = 7

· dans "le résultat" : A = 7 - 1 - 2 + 3 = 7

· Les deux valeurs sont les mêmes, donc on est en droit de penser que le résultat est correct.

Développer et réduire , puis valider le résultat :

A = 7 - (2 - a) + 9 + (b - 5)
B = 15 + (7 - b) - 9 - (a - 17)

C = 9 - (c + 4) - (3 - b) + 21 - (17 - c)
D = 19 - a - (4 + b) - (5 + 3a) + (7 - 2b)

E = 15 - (3 - a) - 9 - (a - 13) - ( a - 2)
F = - (3 - a) - 21 - 15 - (3 - a)

calcul littéral avec des parenthèses  et des crochets -

Méthode 

On applique les mêmes règles que précédemment, mais on supprime d'abord les parenthèses avant de supprimer les crochets.

Développer et réduire , puis valider le résultat :

A = 7 - [(2 - a) - ( 2 + a)+ 9]+ (b - 5)

B = 15 + [(7 - b) - 9 - (a - 17)] - [ 12 + (9 - b) - (6 + 2a)]

C = 9 - [(c + 4) - (3 - b)] + 21 - [(17 - c) - (2a + 7)]

D = 9 + [ 7 - (3 - a) + (a + 6)] - [ 2a - (4 + b - a)]

 calcul littéral avec des produits

Exemple
Réduire l'écriture de A = 3a ( ( - 5) b ( 4c 

3a est une écriture simplifiée de 3 ( a 

( - 5) b est une écriture simplifiée de ( - 5) ( b 

4c est une écriture simplifiée de 4 ( c 

Donc, en fait, A est le produit : 3 ( a ( (- 5) ( b ( 4 ( c. On peut changer l'ordre des facteurs, donc A peut s'écrire : 3 ( (- 5) ( 4 ( a ( b ( c, 

que l'on écrit finalement : A = - 60 abc
On convient que l'on écrira :

· d'abord les nombres (écrits avec des chiffres)

· puis les nombres représentés par des lettres, dans l'ordre alphabétique.

Donner l'écriture la plus simple des expressions suivantes :

Exercice 1

A = 3 ( 2a ( 5b ( a ( (- 6)
D = 3 ( 2a ( 5b ( a ( (- 6( 2a ( 3)

B = (- 2b) ( 5 ( x ( 3a
E = x ( 3a ( (- 3x) ( (- 4)

C = 2a ( 5a ( (- 2b) ( 5 ( b
F = 5b ( a( 2a ( 5b( (- 1)

Exercice 2

A = 2a ( ( - 3) ( 4b
D = (- 5) ( 3d ( ( - 2a) ( b

B = 3 ( 2b ( 5a
E = - 3 ( ( - 3d) ( 2c ( ( - a)

C = 3c ( 2a ( ( - a) ( 4d
F = 4c ( ( -5) ( ( - 3a) ( 7b

Exercice 3

Réduire les expressions suivantes :

A = 7 - 4a + 2a ( 3b - 5 - 7b ( 2a


B = 4a ( 2c - 5c - 4 + 8c - 3c ( 5a


C = 5b - 6a ( 4c + 3 - 7b + 2c ( 12a


D = 4a ( 3b ( 2c - 2c + 7 - 7 ( 4b ( c ( 3a


E = 9a - 3b ( c - c + 4a + 3c ( b - a


F = 8c ( 7a - 7a - 4 + 7 ( ( - 3a) ( c + 5a


 calcul du type a(b + c)

Méthode 

On applique la règle de la distributivité : a(b + c) = ab + ac

On n'oublie pas la règle des signes du produit : 

1. Si les deux facteurs sont de même signe, le produit est positif

2. Si les deux facteurs sont de signes contraires, le produit est négatif.

Exemple :

Développer et réduire l'écriture de l'expression A = 4(3a + 2) - 6(a - 2)

· On développe :
A = 4 ( 3a + 4 ( 2 - 6 ( a - 6 ( (- 2) = 12a + 8 - 6a + 12

· On réduit :

A = (12a - 6a) + (8 + 12) = 6a + 20
On valide le résultat; pour cela on choisit une valeur pour a, par exemple a = 2

· On calcule dans l'énoncé A = 4(3( 2 + 2) - 6(2 - 2) = 4 ( ( 6 + 2) - 6 ( 0 = 4 ( 8 = 32

· On calcule dans le "résultat" : A = 6 ( 2 + 20 = 12 + 20 = 32

· Les deux valeurs étant les mêmes, on peut penser que c'est juste.

Exercice 1

1. Voici différentes formules proposées par des élèves d'une même classe pour l'exercice de la page 102. Montrer qu'elles sont toutes équivalentes.

2n + 2(n - 2)

n + 2(n - 1) + (n - 2)

5n - (n + 4)

4(n - 1)

2. Voici différentes formules proposées par des élèves d'une même classe pour l'exercice de la page 103. Montrer qu'elles sont toutes équivalentes, sauf une.

3n + 3(n - 1) + 1


4n + 3(n - 1) - 3

6n - 2




3(n + n - 1) + 1

4n + 4(n - 1) - 2(n - 1)


2(n + n + n - 1)

4n + 2(n - 1)



2(3n - 1)

Exercice 2

Développer et réduire, puis valider le résultat :

A = 2(2x + 4) - 4(5x - 3)
B = 6(x - 5) - 5(- x  - 7)

C = 3(3x + 6) + 8(3 - 2x)
D = 5(2x - 7) + 2(3x - 4)

E = - 5(- x  - 7) - (2 - 6x)
F = - 2(-x + 4) - ( 5x + 4)

G = 8(3x + 1) + 2(3x - 4)
H = 3(3x - 1) - (2 - 6x)

J = 3(2 -x²) -2(3x² - 4)
K = -(- x² - 2) - 5(2x² - 7)

L = 4(5 - 2x²) + 8(3 - 2x²)
M = - 4(6 -x²) + 3(2 - x²)

N = -(7 + x²) -  3(3x² + 6)
P = 3(x² + 2) - 6(3 - 2x²)

Vérifier un calcul

( Vérifier les transformations d'expressions littérales.

Lorsqu'on a transformé l'écriture d'une expression littérale:

- choisir une valeur particulière pour la variable 

- comparer les valeurs que prennent alors les différentes formes de l'expression.

Exercice 1

Voici des résultats de transformations d'écritures littérales. Sans refaire ces transformations, retrouver les égalités qui sont sûrement fausses.

2 ( x - 1) - 2 ( x + 1) - 4 ( 1 - x ) = - 4 x - 8 







( x - 3 )² - 4 x² = 9 ( - x - 1 ) ( x - 1 )

( x - 2 ) ² + ( 2 x + 3 )² = 5 x² + 13

Exercice 2

Trois élèves ont fait la vérification de la transformation suivante:

( x - 1 ) ( 2x + 3 ) - ( 1 - x ) ( - x + 4 ) + x² - 1 = ( x - 1 ) ( 3x + 8 )

Le premier vérifie en prenant x = 1 et en déduit que le résultat est correct.

Le deuxième prend x = 0 et en déduit aussi que le résultat est correct.

Le troisième prend x = 2 et en déduit  que le résultat est faux.

Qui a raison?

Exercice 3

Trouver cinq expressions littérales qui prennent la même valeur pour la valeur 0 de la variable.

Trouver deux expressions littérales qui prennent la même valeur pour la valeur 0 de la variable et qui prennent la même valeur pour la valeur 1 de la variable.

( Vérifier les solutions d'équations et d'inéquations

Lorsqu'on a résolu une équation, calculer les valeurs des deux membres de l'équation en remplaçant l'inconnue par la solution trouvée et comparer les valeurs obtenues.

Exercice 4

voici des équations, inéquations, systèmes ainsi que des réponses proposées comme solutions. Sans résoudre, vérifier l'exactitude des solutions proposées.

a)  2 ( x - 5 ) = 3 ( 7 - x ) 


Une solution : x = 26

b) ( x - 1 ) ( x + 3 ) - ( 1 - x ) ( x + 4 ) = x² - 1


Deux solutions 1 et - 6

c) 2x + 5 ( 2 ( x - 2 ) - 3 ( - x + 4 )
Les solutions sont tous les nombres strictement supérieurs à 7

Exercice 5

Soit l'équation :   ( x - 2 ) ( x - 4 ) =  ( 2x - 4 ) ( x - 1 )

En remplaçant x par (-2) dans les deux membres on trouve la même valeur 24.

Que peut-on en conclure?

Exercice 6

Soit l'inéquation :   (x - 1 ) ( x - 5 ) ( 0

Calculer la valeur du premier membre lorsque x = 5 , puis x = 10 et puis x = 2.

Que peut-on en conclure?

signes et parenthèses

Compléter les transformations suivantes en plaçant correctement les signes et les nombres manquants.




Développements - validation

Exercice 1

Développer et réduire les expressions suivantes :

A = (x + 3) + 5
E = 7 + (x + 2)
J = 8 - (x + 5) + (3 - y)
N = 5(x + 2) - 2x - 2(x + 4)

B = (x - 8) + 13
F = 15 - (x + 3)
K = 45 - (13 - x) + (y - 7)
P = 2(x - 1) - 3(x - 5)

C = (x + 5) - 15
G = 18 + (x - 4)
L = 37 - (6 - x) + (x - y)
Q = - 3(x + 4) + 5(x - 7)

D = (x - 6) - 17
H = 17 - (x - 7)
M = 1,5(x + 2) + 3(0,8x - 2)


Exercice 2

Pour chacune des expressions A, B C et D définies plus bas:

1. Sans développer, calculer la valeur prise lorsque : x = - 3.

2. Développer et réduire

3. La calculer à nouveau avec cette forme développée et réduite pour : x = - 3.

4. Comparer les résultats obtenus aux questions 1 et 3

A = 3(x - 7) + 5(x - 4) - 6(x + 2) - 4(x - 1)

B = 4,5(x + 1) - 5(x + 2,3) + 0,7(x - 8) - 3,5(x - 4)




Exercice 3

Pour chacune des expressions X, Y et Z :

1. La calculer pour : a = 6

2. Développer et réduire.

3. La calculer en utilisant l'expression réduite pour : a = 6

4. Comparer les résultats obtenus.




Problèmes - Équations

Voici 9 énoncés et 11 équations. Il faut associer chacun des énoncés à une des équations proposées.

1
Une balance à deux plateaux est en équilibre lorsque l'on place 10 cubes et une masse de 2 kg sur l'un des plateaux et 2 cubes et une masse de 30 kg sur l'autre. Quelle est la masse d'un cube?

2
Une troupe théâtrale donne une représentation au collège. Pour payer le cachet des acteurs, chaque élève doit payer 30 Fr. Le jour de la représentation, 10 élèves sont absents, et chaque élève doit payer 2 Fr. de plus que prévu. Combien d'élèves assistent à cette représentation?

3
Un père a 30 ans et son fils a 10 ans. Dans combien d'années l'âge du père sera-t-il le double de celui du fils?

4
Pour aller de Grenoble au col du Lautaret, un touriste à vélo roule à la vitesse de 10 km/h. Il se repose 2 heures au col du Lautaret. Au retour, il roule à la vitesse de 30 km/h. Sachant que cet entraînement a duré 10 heures, quelle est la distance séparant Grenoble du col du Lautaret?

5
Un rectangle est tel que sa longueur est le double de sa largeur. Si on augmente sa longueur de 30 m et si on diminue sa largeur de 10 m, son aire est multipliée par 2. Quelle est la largeur initiale du rectangle?

6
Un pavé droit a une hauteur de 30 cm; sa largeur est le dixième de sa longueur et lorsque l'on calcule l'aire totale et le volume de ce pavé, on trouve les mêmes nombres (l'un en cm² et l'autre en cm3 ). Quelle est la largeur de ce pavé?

7
L'eau de Javel est utilisée diluée. Une solution diluée à 2% contient 2 cl d'eau de Javel et 98 cl d'eau pour former un litre (100 cl) de solution. Une solution diluée à 30% contient 30 cl d'eau de Javel pour former un litre (100 cl) de solution. Quelle quantité de solution à 30% faut-il ajouter à 1 litre d'une solution à 2 % pour obtenir une solution à 10 %?

8
On dispose d'une plaque de carton carrée de 10 cm de côté. On découpe quatre carrés (un dans chaque coin ) et on plie de façon à obtenir une boîte sans couvercle.  Quelle est la dimension des carrés à découper pour que le volume de la boîte soit égal à 30 cm3 ?

9
Un arbre haut de 10 m et un poteau haut de 2 m sont situés en face l'un de l'autre sur chacune des rives d'une rivière large de 30 m. Au sommet de chacun d'eux est perché un oiseau. Ils se lancent tous deux à la même vitesse et au même instant sur une pauvre mouche qui les nargue à la surface de l'eau. Par un effet magique de Dame Nature, ils l'atteignent au même moment et se fracassent le bec dans un contact plus que vigoureux, et de ce fait se retrouvent bredouilles. A quelle distance du pied de l'arbre se trouvait cette mouche miraculée?




Justifier la résolution
Exercice 1

Justifier chaque étape de la résolution par l'utilisation précise d'une règle du cours.

4x - 5
=
x - 3


4x - x
=
- 3 + 5
On a ajouté .............................……..….. aux deux membres.

3x
=
2
On a ..............................................……………………………

x
=
2/3
On a multiplié les deux membres par ........…………………...

3(x - 1) + 2(x - 4)
=
x - 5


3x - 3 + 2x - 8 
=
x - 5


5x - 11
=
x - 5


4x
=
6


x
=
6/4


x 
=
3/2





=




20(x - 2) + 3(x + 1)
=





20x - 40 + 3x + 3
=
8x - 7


23x - 37
=
8x - 7


23x - 8x
=
- 7 + 37


15x
=
30


x
=
2


Exercice 2

Résoudre les équations suivantes en insistant sur les justifications par les règles : 




Développement

Règles d'écritures

L'expression
s'écrit …

2 ( a 
2a

3 ( a ( c ( b
3abc

1 ( a ou a ( 1
a

(- 1) ( a ou a ( (- 1)
- a

Développer un produit, c'est l'écrire sous forme de somme algébrique

Règle la distributivité : a(b + c) = ab + ac

En appliquant deux fois cette règle, on obtient : (a + b)(c + d) = ac + ad + bc + bd
Exemples 

A = (5a - 3)(3a + 2) = 5a ( 3a + 5a ( 2 - 3 ( 3a - 3 ( 2 = 15a² + 10a - 9a - 6.

Le produit est ainsi développé. En général, il est sous entendu qu'il faut ensuite le réduire.

Ce qui donne l'écriture la plus simple de A : 15a² + a - 6




------------------- ( ---------------------

Exercice : développer et réduire les expressions suivantes.

(4a + 3)(3a + 5)

(3a - 2)(4a - 7)

(5a + 7)(4a + 1)

(- 3a + 2)(5a - 4)

(2b - 3)(2b - 7)

(3a - 4)(4a - 11)

(5b - 2)(- 3b + 2)

(3x - 4)(5x + 2)

(- 4x + 17)(- 3x - 21)

(5a - 3b)(4b + 3a)

(- a + 5b)(4b + 3a)

(2a - b)(- 7b + 4a)

(3a - 3)(3a - 2)

(3a + 2)(3a + 7)

(2a - 7)(3a - 1)

(3a - 2)(2a + 3)

(2b + 3)(2b + 7)

(3a + 3)(3a + 11)

(2b + 2)(3b - 2)

(3x + 3)(2x - 2)

(3x - 17)(3x + 21)

(2a + 3b)(3b - 3a)

(a - 2b)(3b - 3a)

(2a + b)(7b - 3a)

Factorisation

Factoriser un nombre ou une expression algébrique, c'est l'écrire sous la forme d'un produit de facteurs

Pour factoriser, on utilise la règle de la distributivité ; ab + ac = a(b + c).

Dans cette égalité, il y a deux écritures différentes de la même expression. 

Dans le premier membre, c'est une somme (on dit que l'expression est développée)

Dans le second membre, c'est un produit, (on dit que l'expression est factorisée).

Le facteur a, présent dans les deux produits ab et ac est appelé facteur commun.

Exemples :

A = 36x5 - 54x3 + 90x6 

1. Bien repérer les différents termes.(ici, il y en a trois)

2. Chercher le plus grand nombre divisant 36, 54 et 90 : c'est 18.

3. Chercher le plus petit exposant de x dans l'ensemble des trois termes. C'est 3.

4. Le facteur commun est donc : 18x3 
5. Factoriser chacun des termes : 


36x5 = 18x3 ( 2x²
- 54x3 = 18x3 ( (- 3)

90x6 = 18x3 ( 5x3 

6. On peut alors écrire la forme factorisée de A : 18x3 (2x² - 3 + 5x3)

B = (2x + 1)(5 - 2x) - 2(3 - 5x)(1 + 2x)

1. Bien repérer les différents termes.(ici, il y en a deux)

2. Reconnaître les facteurs identiques : (2x + 1) et (1 + 2x) sont égaux.

3. Factoriser chacun des termes : 
(2x + 1) ( (5 - 2x)






- 2(3 - 5x)(1 + 2x) = (2x + 1) ( [- 2(3 + 5x)]

4. On peut alors écrire la forme factorisée de B : (2x + 1)[(5 - 2x) - 2(3 + 5x)]

5. On peut ensuite réduire l'expression dans les crochets : 



B = (2x + 1)(5 - 2x - 6 - 10x) = (2x + 1)(- 12x - 1)
------------------ ( ------------------

Exercice : Factoriser les expressions suivantes

60x3 - 24x5 + 36x²
(3 - 2x)(5 -x) - (3 - 2x)(7 - 4x)
(4x - 1) -3x(8x - 2)

42x5 - 28x6 + 70x4 
(5 + x)(2x - 1) + 2(2x - 1)(3 + x)
(2x + 3)² + 5(2x + 3)

72x6 + 56x4 -64x7 
2(3 - x)(x + 2) - 3(x + 2)(4 + x)

78x² + 54x7 + 42x5 
3(x + 1)(7 - 2x) + (7 - 2x)(2 + x)

42x5 y3 - 30x² y7 - 18x4 y4 
(2 - 3x)(6 + x) - 3(x - 1)(2 - 3x)

24x5 y²z + 56x3 y4 - 8x3 y
3(4x - 2)(x + 7) + 5(x + 7)(3x - 1)

108x3 y4 + 81x4 y² + 18x7 y3 
(6 - 4x)(x + 5) + 2(3 - 2x)(x - 8)

45x4 y7 z² - 30x3 y4 z + 15x3 y3 
(2x - 3)(7 + 5x) - (2x - 3)

Lunules d'Hippocrate

Une lunule est un nom donné à une surface qui présente un aspect identique à la lune dans certaines de ses phases. Elle est délimitée par deux arcs de cercle, de centres et de rayons différents, les deux arcs étant courbés dans le même sens.

Comment peut-on retrouver les centres de ces deux arcs de cercle?

Exprimer l'aire d'un disque en fonction de son rayon R puis de son diamètre D.

Exprimer l'aire d'un demi-disque en fonction de son rayon R puis de son diamètre D.


Le triangle

Il faut montrer que la somme des aires des deux lunules est égale à l'aire du triangle rectangle.

Chaque surface est désignée par une lettre (de A à E).

Les côtés du triangle sont désignés par les lettres x, y et z.

1. Exprimer la somme (A + B) en fonction de y.

2. Exprimer la somme (D + E) en fonction de z.

3. Exprimer la somme (B + D + C) en fonction de x.

4. Montrer que : A + E = (A + B) + (D + E) - (B + D + C) + C.

5. En utilisant les "résultats" précédents, montrer que A + E = C.

Le carré

Il faut montrer que la somme des aires des quatre lunules est égale à l'aire du carré.

Résolutions d'équations

Exercice 1

Toutes ces équations sont du type ax + b = c.

Le but est de s'entraîner à retrouver ces solutions de tête. On fera particulièrement attention aux problèmes de signes.

x + 8 = - 4

2x = - 9

- 3 x  = 12

3x - 1 = 0


x - 7 = 3

- 3 x = - 15

1 +x =-2

2 - 3x =0 


x + 11 = 10

5x = 3 

4x = -7

5 + 4x = 0


x - 5 = - 3

x - 3 = 8 

-2x = -8

4x - 12 = 0 


x + 9 = 13

3x - 2 = 0

6x = 30 

2x - 1 = 0


x + 15 = 12

5 - x = 0 

10x = 15

4x + 3 = 0 


3x - 2 = 2

 4 -3x = -5   

1 - x = 3

5x - 3 = 0


x + 5 = -5

2x - 6 = 1

2x + 8 = 3 

3x - 7 = 2 


1 + 5x = -9

2x + 7 = 13

 3 - 9x = - 15

2x + 6 = - 7


x - 7 = -2

7 - 3x = 14

5 + 6x = -11

6 - x = -2


x - 9 = 10

8x = 4

4x = 0

7 x - 2 = 0 


x - 7 = - 8

x - 7 = 5

-x - 9 =10

4x + 1 = 0 


7x = 14 

9 - x = 6

2 - x = 5

2x - 5 = 3 


5x = -11

7x + 1 = 15

-x + 4 = - 8 

2 + 3x = - 4


Exercice 2

Résoudre les équations : 



Et les inéquations : 

5x - 19 = 24x - (3x + 13)
13x - 7 < 4x + 2

6 + 2(8 + 6x) - 9(3x + 4) = 0
25 - 2x ( 5x + 53




10x + 77 ( 22x + 17




26x + 81 > 12x + 11






x





z





y





C





E





B





D





A





On raye les nombres qui ne sont pas solutions





Le crochet est tourné à l'extérieur pour montrer que le nombre 5 ne fait pas partie des solutions.
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